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１．種々の液晶相
２．液晶の弾性論
３．液晶の光学
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種々の液晶相

ネマチック相



コレステリック相

らせん構造

ネマチック相の親戚
不斉炭素を持つ



スメクチック相

層構造 １次元結晶，２次元液体

SmA相 SmC相



液晶分子の例

結合する４つの原子
または基が全て異なる
炭素

鏡映面を持たない

細長い

不斉炭素



その他の液晶

ディスコチック液晶 生体膜

板状分子 スメクチック液晶



液晶の弾性理論

秩序パラメーターと配向ベクトル

秩序パラメーター：分子の配向の程度を表す量

秩序パラメーターの定義
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等方相
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秩序パラメーター　の定義S
等方相 0S =
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スカラー，ベクトル，テンソル
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r：ベクトル

r' r回転

速度，電場，磁場，分極等

U xβαβ=

内積

a
bθ 'a

'b
θ

回転

' '⋅ = ⋅a b a b
（不変）

a bα α⋅ =a b ：スカラー エネルギー，質量，温度等



テンソル
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t'∴ =U Uχ χ ' U Uγαβ α β γδ δχ χ=

a aα βaベクトル の成分からなる もテンソルχ：テンソル

ααχテンソルを縮約する， ，とスカラー



テンソル秩序パラメーター

( )21 3 1
2 zS a= − スカラー秩序パラメーター

拡張

( )1 3
2

S a aαβ α β αβ= − δ テンソル秩序パラメーター

Sαβは２階のテンソル ３本の主軸

n n：配向ベクトル
　分子の平均の配向方向を向いた
　単位ベクトル（向きは意味なし）

(3 )
2
SS n nαβ α β αβδ= −



等方相-ネマチック相転移の現象論
F Sαβ自由エネルギー を で展開

( )21 2
0 2 3 4 4

C CA BF F S S S S S S S S S S Sαβ βα αβ βγ γα αβ βα αβ βγ γδ δα= + + + +

(3 )
2
SS n nαβ α β αβδ= −

cT −：等方相 ネマチック相転移温度

2 3 4
0

3 9
4 4 16

BA CF F S S S= + + + 0 0( )A A T T= −

1 2 / 2C C C= +



フランクの弾性自由エネルギー密度

前提：Sは一定

一様状態

（基底状態）

変形状態

（励起状態）

配向ベクトルは場所に依存

配向ベクトル場 ( )n r

0

( , 1, 2,3)

/n xα β

α β =

∂ =∂ 0/n xα β∂ ∂ ≠

自由エネルギー密度 fdを で展開/n xα β∂ ∂

ddF Vf= ∫自由エネルギー



fdの条件

１） fdはスカラー（ fdは回転に対して不変）

２） fdは → −n nに対して不変

３）その体積積分が表面積分に変換されるものは除く

( ) ( )( )

( )( ) ( )
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f K K
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= ∇ ⋅ ∇⋅ +
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⋅ ∇×
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n n n

フランクの弾性自由エネルギー密度

(2.22)

( / , / , / )x y z∇ ≡ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

div ,  rot∇ ⋅ = ∇× =n n n n

( 1, 2,3)iK i = ：フランクの弾性定数



( ) ( )( )

( )( ) ( )
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f K K

K K

= ∇ ⋅ ∇⋅ +

+ × ∇× +

×

⋅ ∇×

n n

n

n

n n n

フランクの弾性自由エネルギー密度

( / , / , / )x y z∇ = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ：ベクトル的

/ / /x y zn x n y n z∇ ⋅ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂n ：スカラー

( )/ / , / / , / /z y x z y xn y n z n z n x n x n y∇× = ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂n
擬ベクトル（反転に対して符号を変えない）

( )⋅ ∇×n n：擬スカラー（反転に対して符号を変える）

の項はコレステリック液晶のみで存在2 'K



各項の意味

微小変形（x-z面内）
(sin ,0,cos ) ( ,0,1)θ θ θ= ≅n

( )2
1

1
2

K ∇ ⋅n /  x cθ∇ ⋅ ≅ ∂ ∂ =n （定数）

cxθ =

( )3,K × ∇×n n
ベンド

( )2 ,K ⋅ ∇×n n

ツイスト

θ

スプレイ

1,K ∇ ⋅n



スプレイ　　　　　ツイスト　　　　　　ベンド
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0 2 2'/q K K=

( ) ( )( ) ( )( )2 22 2
1 2 0 3 2 0

1 1 1 1=
2 2 2 2

K K q K K q∇ ⋅ + + + × ∇×× −⋅ ∇n n nn n

コレステリック液晶の基底状態 n n( ) 0 0q+⋅ =∇×

0 0( ) (cos ,sin ,0)q z q z=n r （z方向にラセン軸）



フランクの弾性論の応用

転傾（ディスクリネーション）

( ) (cos ( ),sin ( ),0)φ φ=n r r r

x y−配向ベクトルは 面に平行

ネマチック液晶の自由エネルギー密度

( ) ( )( ) ( )( )2 22
d 1 2 3

1 1 1
2 2 2

f K K K= ∇ ⋅ + ⋅ ∇× + × ∇×n n n n n

1 2 3K K K K= = = 一定数近似

22

d
1,
2

f K
x y x y
φ φ φ φ ∂ ∂ ∂ ∂     = +     ∂ ∂ ∂ ∂      

(3.47)



ddF f V= ∫ の極小

( ) ( )φ δφr rが極小を与えるとし，微小変化 を考える

( ) ( ) ( ) F Fφ φ δφ δ→ +r r r に対する の変化

d

d

( ( ) / , ( ) / )d

       ( / , / )d d 0

F f x y V

f x y V VF

δ φ δφ φ δφ

δ
δφ

φ φ δφ

= ∂ + ∂ ∂ + ∂

− ∂ ∂ ∂ ∂ = + >

∫

∫ ∫ L

オイラー・ラグランジュ方程式

d d d

( / ) ( /
0

)
f f f

x x
F

y yφ φ φ
δ
δφ

∂ ∂ ∂∂ ∂   ≡ − −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
=


:Fδ

δφ
汎関数微分
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d
1
2

f K
x y
φ φ ∂ ∂   = +    ∂ ∂     

2 2

2 2 0
x y
φ φ∂ ∂

+ =
∂ ∂

ラプラス方程式



45

ラプラス方程式の解

s cφ α= + (3.49)

ただし，

1tan ( / )y xα −=
1, 2, 3,

     1/ 2, 3 / 2, 5 / 2,
s = ± ± ±

± ± ±
L

L

:c 定数



転傾の例



外場（磁場，電場）との相互作用による自由エネルギー

電場

( )22
el 0 0 0

1 1 1 1
2 2 2 2

f Eε ε ε ε ε ε⊥= − ⋅ = − ⋅ = − − ∆ ⋅D E E E n E (3.3)

||( )n nαβ αβ α βε ε δ ε ε⊥ ⊥= + − (3.2)

0: :ε ε ε⊥真空の誘電率， ， 配向ベクトルに平行，垂直の誘電率

:ε ε ε⊥∆ = − 誘電率異方性

0            0  ε ε∆ > ⇒ ∆ < ⇒ ⊥n E n E

磁場

( )21 2 1
mag 0 0

1 1
2 2

f Bµ χ µ χ− −
⊥= − − ∆ ⋅n B (3.4)

0: :µ µ µ⊥真空の透磁率， ， 配向ベクトルに平行，垂直の磁化率

:µ µ µ⊥∆ = − 磁化率異方性



半無限領域に存在するネマチック液晶

に対する磁場の効果

(cos ( ),sin ( ),0) z zθ θ=n を

式(2.22),(3.4)に代入して

2
2

d mag 2 2

1 d 1 sin
2 d

f f f K
z
θ

θ
ξ

   ≡ + = −  
   

2
1

0

1K
B

ξ
µ χ−= ⋅

∆
ただし， ：磁気相関長

(3.6)



( ),  ( )dF f z dz z
dz
θ

θ θ =  
 ∫ を極小にする

オイラー・ラグランジュ方程式

d 0
d (d /d )

f f
z z

∂ ∂
∂θ ∂ θ

− =

2

2 2

d 1 sin cos =0
dz

θ
θ θ

ξ
+

式(3.6)

(3.14)

,  x z tθ → →力学とのアナロジー

2
2

2
2

1 cosd
d 2

x
t x

x∂
ξ

∂
− = −  

 
ポテンシャルエネルギー



0 (0) 0 ,z θ= =で 
       /2, 0 
 

z
z
θ

θ π
∂

→∞ = ± =
∂

で(b)の解

/tan e
2 4

z ξθ π ± + = 
 

2
1

0

1K
Bµ

ξ
χ−= ⋅

∆

微小な磁場に対しても配向の変化が起こる．



フレデリクス転移

２枚の板に挟まれた液晶に対する磁場の効果

しきい値
が存在

 (0) ( ) 0dθ θ= =境界条件 オイラー・ラグランジュ方程式(3.14)は同じ
図3.2の(a)の解に対応



( )
2

2 4
d mag 2 20 0

1 1( )d / 3 d
2

d d
F f f z K z

z
∂θ

θ θ
∂ ξ

   = + ≅ − −  
   

∫ ∫

3
m

11 sin  
6

θ θ θ θ θ< << ≅ −のとき， と近似して

次に解を正弦波で近似

m( ) sin( )z qzθ θ=  /q dπ=境界条件より

2 2 4
2 m m2 2

1 1
4 4
dF K q θ θ

ξ ξ
  

= − +  
  

2
c 1

0

:K
d

B π
µ χ−=

∆
しきい値

2
mθ転移点： の係数＝０

自由エネルギー F に代入して



m/ 0F∂ ∂θ =自由エネルギー極小の条件 より

2 2
2 m m2 2

m

1 1 0
2 2

F d K qθ θ
θ ξ ξ

  ∂
= − + =  ∂   

2 2
c m ( > 0B B q ξ θ−< =- 0)のとき，

2 2
c  ( <B B q ξ −> - 0)のとき

2 2
2 2 c

m 2

c c c c c
2 2

c

2 1 2

( )( ) 2 ( )   2 2 2
c

B Bq
B

B B B B B B B B B
B B B

θ ξ
−

= ± − = ±

+ − − −
= ± ≅ ± = ±



転傾線のエネルギー的考察

図３．９の転傾のエネルギー

極座標

cos ,  sinx yρ α ρ α= =

(3.47)から
2 2 2

d 2 2

1 1 1  
2 2

sf K Kφ φ
ρ ρ α ρ

  ∂ ∂  = + =   ∂ ∂    

(3.49)

転傾線の単位長さ当りのエネルギー

max
2

2
d max2

1d d 2 d log( / )
2a

sF f x y K Ks a
ρ

πρ ρ π ρ
ρ

= = =∫ ∫ (3.55)

max : aρ ：容器の大きさ， コアの大きさ



転傾線の張力 lineσ

line
l

T

F
l

σ
∂ =  ∂ 

長さlの転傾線のエネルギーlF :

lF Fl= より

line Fσ =



ループの運動方程式

d
d
R
t R

Γ
= − 2

02 ( )R t t= Γ −

R：ループの半径，Γ ：定数

“Formation, Dynamics and Statistics of Patterns” (World Scientific, 1993)



転傾間の相互作用

1 2 3K K K K= = =一定数近似

1 1 2 2
1 1

1 2  tan ( / ) tan ( /( ))

s s c

s y x s y x d c

φ α α
− −

= + +

= + − +

22

d d
2
KF x y

x y
φ φ  ∂ ∂  = +    ∂ ∂     

∫

, ,x yK
y

E E
x

φ φ
ε

∂ ∂
= = = −

∂ ∂

{ }2 2 d d
2 x yE EF x yε

= +∫

(3.59)

z方向へ沿っての単位長さ当たりの
自由エネルギー

(3.60)

電磁気学とのアナロジー

(3.61)  と置くと

(3.60)



(3.59)と(3.61)から

1 2 1 22 2 2 2 2 2 2 2( , ) ,
( ) ( )x y

x x d y ys s s s
x y x d y x y x d

E E
y

 −
= + + + − + + − + 

一方，誘電率εの媒質中の２本の線電荷に対して

1 2
2 2 2 2

1 2
2 2 2 2

( , ) ,
2 2 ( )

                            
2 2 ( )

x y
x x d

x y x d y

y
d

E E

y
x y x y

σ σ
πε πε

σ σ
πε πε

 −
= + + − +


+ + − + 

iσ ：i番目の線電荷の単位長さ当たりの電荷量

両式を比較して

1 2
1 2,  

2 2
s sσ σ

πε πε
= = (3.65)



誘電率εの媒質中の２本の線電荷間に働く単位長さ当たりの力は

1 2
int 2

f
d

σ σ
πε

=

1 2
int

2 Ks sf
d

π
=

(3.65)

転傾間に働く力はその間の距離に反比例し，それぞれの強度
に比例する．強度が同符号であれば斥力，異符号であれば引
力となる．



転傾の運動方程式

d 2
d

lG
t l

= − 2
0( )l G t t= −

l：転傾間距離，G：定数



液晶の光学

等方媒質中の光の伝播

0 0 ,  : :ε ε ε ε誘電率 真空の誘電率， 比誘電率

1( , ) cos( )    (1.a),  ( , ) 0x yE z t a kz t E z tω δ= − + =

z方向に進行する波

2( , ) 0,  ( , ) cos(    (1.b))x yE z t E z t b kz tω δ= = − +

 2 /  ,  
:

k n nπ λ ε

λ

= =波数 ，屈折率

真空中の光の波長

1 2δ δ=

(1.a)と(1.b)は独立な固有モード（直線偏光）



円偏光

(1.a)と(1.b)の線形結合
1 1( , ) cos( ), ( , ) sin( ) x yE z t a kz t E z t a kz tω δ ω δ= − + = − + 　右円偏光

2 2( , ) cos( ), ( , ) sin( ) x yE z t b kz t E z t b kz tω δ ω δ= − + = − − + 　左円偏光

右 左

楕円偏光

1 2( , ) cos( ), ( , ) cos( ) x yE z t a kz t E z t b kz tω δ ω δ= − + = − +



( ) ( )
( )
( )

0

0

0

, cos( ),  0

/ 2 cos( ),  sin( )

/ 2 cos( ),  -sin( )

x yE E E kz t

E kz t kz t

E kz t kz t

ω

ω ω

ω ω

= −

= − −

+ − −

 右

 左

入射光

( ) ( ) ( )0 0
R R L L

R L R L R L
0

, cos( ),  sin( ) cos( ),  sin( )
2 2

             cos  ,sin cos
2 2 2

x y
E EE E k z t k z t k z t k z t

k k k k k kE z z z t

ω ω ω ω

ω

= − − + − − −

 − − +     = −            

媒質中

-1 -1
R L L R L R( ) / 2 ( ) / 2 ( ) /k k d v v d n n dψ ω π λ= − − ⋅ = − = −

回転角
(5.39)

鏡映面の無い液体中の旋光性

旋光性：直線偏光が媒質を透過すると
偏光方向を変えること

右および左円偏光の速さが異なる

L R, :n n 左および右円偏光に対する屈折率



異方媒質中の光の伝播

誘電率は２階のテンソル

0 0
0 0
0 0

x

y

z

ε
ε

ε

 
 
 
 
 

z方向へ進行する光

1( , ) cos( ),  ( , ) 0x x yE z t a k z t E z tω δ= − + =

2( , ) 0,  ( , ) cos( )x y yE z t E z t b k z tω δ= = − +

2 /

2 /
x x x x

y y y y

k n n

k n n

π λ ε

π λ ε

= =

= =

，

，



偏光顕微鏡

厚さd



( )
0( , ) ei kz t

xE z t E ω−=入  射光

||

(2 / )
0

(2 / )
|| 0

( , ) sin e

( , ) cos e

i n z t

i n z t

E z t E

E z t E

π λ ω

π λ ω

α

α

⊥ ⋅ −
⊥

⋅ −

= −

=

( )||

||

2 / 2 /
0

( , ) ( , ) sin ( , ) cos

1         sin 2 e e e
2

y

i n d i n d i t

E d t E d t E d t

E π λ π λ ω

α α

α ⊥

⊥

−

= +

= −

,  :n n⊥ 配向ベクトルに平行

および垂直な方向の屈折率

液晶中の光

液晶を透過後のx方向の電場

透過光強度
2 2 2 a

0 a ||sin 2 sin ,   :y
n dI E I n n nπ

α
λ ⊥= = = − 屈折率異方性



偏光顕微鏡で見た転傾



コレステリック液晶中の光の伝播

１．選択反射
２．大きな旋光性
３．導波効果



マクスウェル方程式

コレステリック液晶のらせん軸方向（ z方向）に光が進行する場合
( , ) ( ( , ), ( , ),0),  ( , ) ( ( , ), ( , ),0)x y x yt E z t E z t t H z t H z t= =E r H r

0 0,  
t t t t

ε ε µ
∂ ∂ ∂ ∂

∇× = = ∇× = − = −
∂ ∂ ∂ ∂
D E B HH E

(5.45)
2 2

2 2 2( ) ( )
c t z
ε ∂ ∂

= −∇× ∇× = ∆ − ∇ ∇ ⋅ =
∂ ∂
E EE E E

ただし，誘電率テンソルは式(3.2)より

|| 0 0
a

|| 0 0

( ) / 2 0 0 cos 2 sin 2 0
0 ( ) / 2 0 sin 2 cos 2 0

2
( )

0 0 0 0 0

q z q z
zz q z q

ε ε
ε

ε ε
ε

ε
⊥

⊥

⊥

+   
   = + + −   
   
   

0 :q らせんの波数



厳密解

1 1( , ) ( ) e ( )*e
2 2

          Re[ ( ) e ]

z t z z

z

ω ω

ω

−

−

= +

=

i t i t

i t

E E E

E

( ) ( ) ( )x yE z E z iE z± ≡ ± を定義する

( ) ( )E z E z z+ −と は 軸の正の方向に伝播する場合には

それぞれ右および左円偏光を表す

( ) ( )( ), ( ) e ,0  ( 0)ikzE z E z k+ − = >例えば， とおくと

( ( ), ( )) (e / 2, e / 2)ikz ikz
x yE z E z i= −

さらに，

( ) ( )( , ), ( , ) cos( ) / 2,sin( ) / 2x yE z t E z t kz t kz tω ω= − −



( ) ( ) ( )x yE z E z iE z± ≡ ± を方程式(5.45)に代入すると

0

0

22 22
0 1

2 22 2
1 0

e( ) ( )d
d e( ) ( )

i q z

i q z

k kE z E z
z k kE z E z

+ +

−− −

    
− =     

    
2 2

2 2 a
0 1,   

2
k k

c c
εω ω

ε   = =   
   

a( ) / 2,   ε ε ε ε ε ε⊥ ⊥= + = −

解を
0

0

( )

( )

( ) e ,

( ) e

i l q z

i l q z

E z a

E z b

++

−−

=

=
(5.60)

と仮定すると



2 2 2
0 0 1

2 2 2
1 0 0

( )
0

( )
al q k k
bk l q k

 + − −  
=  − − −   

(5.61)

上式が同時にゼロ以外の解を持つためには

2 2 2
2 2 2 2 2 2 40 0 1
0 0 0 12 2 2

1 0 0

( )
( ) 4 0

( )
l q k k

k l q q l k
k l q k

+ − −
= − − − − =

− − − (5.62)

ωについて解くと

2 2 2 2 2 2 2 22
0 0 02

2

( ) 4 ( / 2 ) ( )
( )

1 ( / 2 )
a

a

l q q l l qcl
ε ε

ω
ε ε ε±

+ ± + −
=

−



分散関係

R+L− R− L+

導波効果 導波効果

R+R− L+L−

R: z+ 軸の正の方向に進行する右円偏光

L: z− 軸の負の方向に進行する左円偏光



選択反射

   ( 0)l iκ κ± >以下の角周波数領域で は純虚数　

0 0

||

(0) (0)   (0) ,  (0)cq cq
n n

ω ω ω ω ω− + − +
⊥

 
< < = =  

 

このとき，式(5.60)から

0 0

0 0

( )

( )

( ) e e e ,
( ) e e e

i l q z iq zz

i l q z iq zz

E z a a
E z b b

κ

κ

++

− −−

= =

= =

m

m

十分厚い試料では完全反射が起こる

ただし，右巻きらせんに対しては右円偏光が完全反射し，
左円偏光は透過する



旋光性

式 (5.62)より，ギャップ付近と高周波を除き
4

1
L 0

0 0 0 08 ( )
kk k

k q q k
≅ +

+
4

1
R 0

0 0 0 08 ( )
kk k

k q q k
≅ +

−

式(5.39)から，単位長さ当りの偏光方向の回転角は

( )
4

1
L R 2 2

0 0 0

22 2
||0
2 2 2 2
||

/ 2
8 ( )

1                  
32 ' (1 ' )

kk k
q k q

n nq
n n λ λ

⊥

⊥

− =
−

 −
=   + − 

0 0' / / ,  : ,  :P q k Pλ λ λ= = 真空中の光の波長 らせんのフルピッチ



導波効果

   ( ( ) )l n n Pω λ ⊥<< −高周波領域 大，大

式(5.62)から

 ( ( ) )l n l
c
ω

ω−≈ ブランチ + ( ( ) )l n l
c
ω

ω⊥≈ ブランチ

式(5.61)より

a b=

0

0

( , )
cos(

c
)

(
o

)
s

s, in
x

y

E z q zt
a lz t

E q zz t
ω

 
= −

 
 



  


a b= −

0

0

( , )
sin(

si
, s) co(

n
)x

y

E z t
a lz t

q z
q zE z t

ω
 

= − 
 

− 
 
 

0

0

cos
 ( )  

sin
q z

z
q z

 
=  

 
n配向ベクトル に平行 垂直





TN(Twisted Nematic)型液晶ディスプレイ



フレデリクス転移のしきい値

無電場下の配向

0 0(cos( (2 / 1)),sin( (2 / 1)),0)z d z dφ φ= − −n



( ) (sin ( )cos ( ),sin ( )sin ( ),cos ( ))z z z z z zθ φ θ φ θ=n
を自由エネルギー密度に代入すると

2 2

d
1 1( ) ( )
2 2

f g h
z z

∂θ ∂φ
θ θ

∂ ∂
   = +   
   

2 2 2 2 2
1 3 2 3( ) sin cos ,  ( ) ( sin cos )sing K K h K Kθ θ θ θ θ θ θ= + = +

/ 2  ( 1)θ π ψ ψ= − << を代入すると

{ }
2 2

2 2 2
d 1 2 3 2 0

1 1 1( 2 )
2 2 2

f K K K K E
z z

∂ψ ∂φ
ψ ε εψ

∂ ∂
   = + + − − ∆   
   

(5.86)

ただし，式(3.3)を書き換えた電場との相互作用の項を加えた



( )m 0sin( / ),  2 / 1z d z dψ ψ π φ φ= = −近似式 

を式(5.86)に代入し，積分すると

2 22
2 20 0

1 3 2 0 m 2
2 21 1/ ( 2 )

4 2
F d K K K E K

d d d
φ φπ

ε ε ψ
     = + − − ∆ +      

       

2
m  ψ の係数ゼロがしきい値

1/ 22
2

c 1 3 2 01/ 2
0

2 ( 2 )
( ) 2

V K K Kπ
φ

ε ε

  = + −  ∆    



液晶の流体力学

ネマチック液晶の状態：配向ベクトル場＋流れの速度場

( ) :v r 速度場

質量の保存

非圧縮性
ρ＝一定

div 0=v

div( )
t

∂ρ
ρ

∂
= − v ρ：密度

加速度

d ( , d ) ( , )
d d

    ( grad)

dt t t t
t t

t
∂
∂

+ + −
≡

= + ⋅

v r v v r

v

v

v v

流れに沿っての変化を見た微分
ラグランジュ微分（物質微分）



速度場の方程式

d
d d
v v vv
t t dx x
α α α βα

β β
βρ ρ

σ ∂ ∂
≡ + = ∂

∂



αβσ応力テンソル の表式

/v xβ α∂ ∂等方性流体の場合は速度勾配 の関数

A Wv
x

α

β
αβαβ

∂
∂

= +

1
2

vv
x

A
xαβ

βα

β α

∂∂
∂ ∂

 
= + 

 
(4.16a) 非回転流

1
2

vv
x

W
xαβ

βα

β α

∂∂
∂ ∂

 
= − 

 
(4.16b) 回転流

角速度ベクトル ω ( , , )yz zx xyW W W= − − −



ずり流れ

非回転流 回転流

0x
xy xy

v A W
y

∂
= + ≠

∂



応力テンソル

αβσ α

β

： 軸に垂直な面の正の側から負の側が受ける

　　単位面積あたりの力の 成分

単位面積当りの力

nβα βσ

単位体積当りの力
(s) /f xα βα βσ= ∂ ∂

(s)fα



等方性流体の応力テンソル

(visc) pβαβ αβασσ δ= −

(visc) 2
vvA

x x
βα

αβ
β

α
α

β

∂∂
ησ η

∂ ∂
 

= = + 
 

:η 粘性係数

粘性応力

:p 圧力

v v v p v
t x x
α

β α α
β α

∂
ρ ρ η

∂
∂ ∂

+ = + ∆
∂ ∂

0v
x

α

α

∂
=

∂

非圧縮性流体のナビエ・ストークス方程式



配向ベクトルの運動方程式

d d dtθ = = ×e n nΩ

：角速度ベクトルΩ

d
dt

= ×
nnΩ

d
d

I
t

=
Ω

Γ

I：単位体積当たりの慣性モーメント

：単位体積当たりのトルクΓ



の表式Γ

( )h r分子場 ：自由エネルギーから生ずる配向ベクトルに働く

　　　　　単位体積当たりの力

( ) ( ) ( )δ→ +n r n r n r

( )d( )F r Vδ δ= − ⋅∫ nh r (4.26)

d d

( /
( )

)
f f F
n x n x

h
nα β α

α
β α

δ
δ

  ∂ ∂∂
= − − = −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

r (4.27)

( ) ( )( ) ( ) ( )( )d d( ) ( )F V Vδ δδ ×= − ⋅ = ×− ⋅∫ ∫ n r n r n rh rh r n r
( ): :Fδθ δ ⇒ ×× == ne n n h 単位体積当り ク回転角　 のトルΓ

(4.56)



(visc) (visc)
1 2,Γ Γ・２種類の粘性トルク 

Nの定義：流れに対する配向ベクトルの相対的変化速度

d
dt

= ×
n nΩ

d( )
dt

≡ − × = ×
nN n nΩ ω − ω

実験室系に対して

(4.55) 流れに対して

1 ?γ−  Ω配向ベクトルの回転に対する抵抗

流れによる回転 を差し引く必要（相対的な回転）ω

0) ( )= × + ⋅n N n n( −Ω ω Ω （(4.55)から）

(visc
1 1

)
1

d
dt

γγ=  − × − ×− × =  
 
nn nn NΓ ω

1γ：粘性係数



非回転流から受ける粘性トルク

(visc)
2 2  Aγ= − ×n nΓ

配向ベクトルの運動方程式

(visc(visc)
1

21

2
) )(d

d

     d   
d

F

t

A
t

I

γγ  − × − × 

= + +

=


− ××

n

Γ

n h n

Γ

nn n

Ω
Γ Γ

ω

=
(visc) (visc) (visc)

1 2

1 2

d
        

d
A

t
γ γ

+

= − × − × − ×  
 
n

n n n n

Γ = Γ Γ

ω
(4.63)

慣性が粘性に比べ無視できる

1 2
d  
d

A
t

γ γ × = × − × + × 
 
nn h n n n nω

配向ベクトル場の方程式



応力テンソル

(e) (visc)
αβ β αβα σσσ = +

e) d(

( / )
n

p
n n x

f γ
αβ

γ β α
βα

∂∂
δ

∂ ∂ ∂
σ

∂
= − −

エリクセンの応力（自由エネルギーに起因する力）

(visc
4 1 5 6

)

2 3         

A n n n n A n n A n n A

n N n N

αβ α β

α β β

αβ µ ρ µρ α µ

α

µβ β µ µαα

α

σ

α

α α α= + + +

+ +
　　　　 非回転

　　　

流

　

　　　　　

　回転流

粘性応力

d( )
dt

 = − × = × 
 

nN n nΩ ω − ω

iα：粘性係数



各項の意味

1n n n n Aα β µ ρ µρα

1,  1xx yyA A= = −非回転流　

( , ,0)x yn n=n

( )
2

2 2 x x y
x y

x y y

n n n
n n n n A

n n nα β µ ρ µρ

 
⇒ −  

 
n n 2



1 3 2

2 6 5

γ α α
γ α α

= −
= −

パロディの関係式

6 5 2 3α α α α− = +



エリクセン・レスリー方程式のまとめ

( )(e) (visc)d
d
v
t x
α

βα βα
β

∂
ρ σ σ

∂
= + 速度場

( ) 1 2
d=0  
d

I A
t t

γ γ
∂  = × − × − × − × ∂  

nn h n n n nΩ
ω

(4.76a)

(4.76b)
0v

x
α

α

∂
∂

= 　 非圧縮性条件(4.76c)

配向ベクトル場

(e)

( / )
nf p

n n x
γ

βα αβ
γ β α

∂∂
σ δ

∂ ∂ ∂ ∂
= − −

(visc)
4 1 5 6

2 3         

A n n n n A n n A n n A

n N n N
αβ αβ α β µ ρ µρ α µ µβ β µ µα

α β β α

σ α α α α

α α

= + + +

+ + 　

d

( / )
ffh

x n x nα
β α β α

∂∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 
= − 

 
d d( )
d d
n nN W n
t t
α α

α α αβ β= − × = −ω n

(4.77)

(4.78a)

(4.78b)

(4.78c)

, ,  pv n変数 （自由度６） 方程式の数６



ミーソビッツの粘性係数

(0,0, )v xγ= & γ&：ずり速度

(sin cos ,sin sin ,cos )θ φ θ φ θ=n
nは強磁場で固定

(4.16)から
1
2xz zx yA W ω γ= = − = &

(4.78c)から
1 1,
2 2z y x x x y z zN n n N n nω γ ω γ= = − = − =& &

/ , /xzu h K Sγ σ= =&

(4.80)

(4.81)

以上の式を(4.77)へ代入して
( ) ( , )visc
xzσ η θ φ γ= &

{ }2 2 2 2
1 2 5 3 6 4

1( , ) (2 cos )sin cos ( ) cos
2

η θ φ α θ α α θ φ α α θ α≡ − + + + +

( , )η θ φ：有効粘性率



ミーソビッツの粘性係数

( )90 , 0θ φ= ° = °(a)　配向ベクトルが速度勾配に平行な場合

( )1 2 4 5
1
2

η α α α= − + +

(b)　配向ベクトルが流れに平行な場合 ( )0θ = °

( )2 3 4 6
1
2

η α α α= + +

(c)　配向ベクトルが流れと速度勾配に垂直な場合( )90 , 90θ φ= ° = °

3 4
1
2

η α=



配向ベクトルに束縛がない場合

図4.12(c)の場合

(4.63),(4.80),(4.81)から
(visc) 0=Γ 安定

図4.12(a)と(b)を含む一般的な場合( 0)φ =
(sin ,0,cos )θ θ=n ,(4.63),(4.81)から

{ }

(visc)
1 2

1 2

( ) ( )

1         cos 2
2

y z x x z z x x zn N n N n n A n n Aµ µ µ µΓ γ γ

γ γ γ θ

= − − − −

= − +&

(visc) 0yΓ =

0θ ：流動配向角0 1 2 1 2cos 2 /  ( / 1 )θ γ γ γ γ= − < の場合



フレデリクス転移のダイナミクス

図3.3のセルにおいて磁場が変化する場合
( , 0) 0 (4.78 ) (4.77) ( , ) 0t c t= = =v r v rならば， および から

1
d ( )
d z

zt
γ  × = × 

 
nn n h

0, 0 (4.76b)A z= =ω とし， の 成分のみを考慮すればよい

一方，(4.56)から

( ) ( )d dzF V Vδ δθ δθ= − × ⋅ = − ×∫ ∫n h e n h

( )( ) ( ) z

Fδ
δθ

∴ × = −n r h r
(cos ,sin ,0)θ θ=nまた， から

d d
d dzt t

θ × = 
 

nn



運動方程式

2
1 2

1 2 02
d   sin cos
d

F K B
t z
θ δ θ

γ µ χ θ θ
δθ

−∂
= − = + ∆

∂
(3.6)

(0) ( ) 0dθ θ= =境界条件：

簡単な例

しきい値以上の磁場での平衡状態から磁場を切った場合

m0 ( , ) ( )sin( ) ( / )B z t t qz q dθ θ π= = =とおき，解を とすると
2

m 2
m2

1

d
d

K
t d

θ π
θ

γ
= −

2 2
m m 1 2( ) (0)exp( / ),  /t t d Kθ θ τ τ γ π= − =
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